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摘要：巨正则系综方法是量子统计的重要方法 ．巨正则系综方法通常用来处理开放系统 ． 巨正则系综方法也常被用作处

理孤立系统的近似方法：它使用系综平均粒子数和平均能量近似系统精确粒子数和能量 ． 相较于正则和微正则系综方法，巨

正则系综方法能够较为容易的处理全同粒子；作为代价，巨正则系综方法会带来误差 ． 现有结果仅在粒子数趋于无穷时对系

统的宏观量的涨落误差有近似的估计 ． 这种误差是用巨正则系综的粒子数分布近似模拟微正则系综的粒子数分布造成的 ．

这个工作中，我们构造了一个可以数值精确求解的孤立系统，并给出微正则系综粒子数分布的精确解和巨正则系综粒子数分

布的近似解之间的差别 ． 结果显示：在粒子数很小时，误差较为明显；基态粒子数分布误差要大于激发态；玻色系统的误差要

大于费米系统的误差 ．
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真实的系统是量子系统 ． 量子系统中全同粒子
是不可分辨的 ． 玻色系统中粒子间具有交换对称
性，费米系统中粒子间具有交换反对称性

［１ － ４］． 由
于全同粒子效应的存在，使用微正则和正则系综方

法处理量子系统非常困难 ． 我们在工作［１，２］
中利用

正则系综方法给出了理想量子系统的精确解 ． 方法
中涉及组合数学中对称函数以及数论中的拆分数等

艰涩概念，不适宜在课堂上对初学统计力学的学生

进行讲解 ．
巨正则系综方法是量子统计的重要方法 ． 相较

于正则和微正则系综，它能够较为容易的处理全同

粒子效应因而普遍被统计教科书使用
［５］． 需要指

出的是，如果考虑的对象是孤立系统，那么巨正则系

综是一种近似方法：它使用系综平均粒子数和平均

能量代替孤立系统的粒子数和能量 ． 巨正则系综在
处理全同粒子带来便利的同时，也带来了误差 ． 这
种误差本质上是由巨正则系综的粒子数分布与微正

则的粒子数分布的误差带来的 ． 这种误差在少体系
统中尤为明显 ． 由于微正则系综难以精确求解，这
一误差一直未在统计力学课本中明确的展示给

学生 ．
在这个工作中，我们展示处理孤立系统时巨正

则系综方法中粒子数分布与微正则系综方法中粒子

数分布的差别 ． 具体地，我们构造了一个可以利用
数值方法精确求解微正则系综粒子数分布的特殊系

统，通过将微正则系综粒子数分布与巨正则系综粒

子数分布对比，可以直观的看到两者的误差 ． 结果
显示，基态粒子数分布误差要大于激发态，费米系统

的误差要大于玻色系统的误差 ． 该结果相对简单，
能够在教学中作为直观的例子帮助学生理解巨正则

系综方法的优势和缺点 ．

１　 巨正则系综处理理想量子系统的优劣势

１． １　 统计力学处理量子系统的困难
与力学不同，统计力学（平衡态统计）关注系统

的宏观力学量，而不是系统所处的具体微观状态 ．系
统的宏观物理量就是对所有可能的状态取平均值 ．
基于各态历经假设———每一个微观状态出现的概率

相同，得到宏观力学量的核心在于计算系统所有可

能的微观状态的个数 ． 以理想量子气体为例，能量
和粒子数均固定的孤立系统对应微正则系综 ． 总能
量为 Ｅ，粒子数为 Ｎ 的情况下，系统微观状态数 Ω
的数学表达式为

［４］

ΩＢＥ（Ｅ，Ｎ）＝ 
ａεC o

ε

（ωε＋ａε－１）！
ａε！（ωε－１）！

（１）
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ΩＦＤ（Ｅ，Ｎ）＝ 
ａεC o

ε

ωε！
ａε！（ωε－ａε）！

（２）

其中 ΩＢＥ（Ｅ，Ｎ）和 ΩＦＤ（Ｅ，Ｎ）分别表示玻色气体和
费米气体的微观状态数 ． ａε 表示能量为 ε 的粒子
数，ωε 是能级 ε 的简并度 ． 不同系统对于粒子数 ａε
有不同的要求———对于玻色系统而言，同一个状态

不对粒子数有限制，即 ａε 可以取任意整数；对于费
米系统，同一个状态上最多只能有一个粒子，即 ａε
只能是 ０ 或者 １． 由于总粒子数和总能量固定，上述
求和必须满足如下两个约束

Ｅ ＝
ε
ａεε （３）

Ｎ ＝
ε
ａε （４）

理想量子气体状态数的求解实质是一个有约束

的排列组合问题 ． 虽然理想量子系统的微观状态表
达式可以写出来，但是精确求解却十分困难

［１，２］． 文
献［３］中指出，孤立系统微观状态数的求解需要用
到数论中的限制拆分等数学知识和技巧 ．
１． ２　 巨正则系综与巨正则配分函数

巨正则系综对应能量和粒子数都可以与外界进

行交换的开放系统 ． 在巨正则系综中，一个能量为
Ｅ，粒子数为 Ｎ 的状态出现的概率为

Ｐ（Ｅ，Ｎ）＝
１
Ξ
ｅ－βＥ－αＮ （５）

其中 α 和 β 是引入的参数，Ξ 是巨配分函数 ． 对于
理想量子气体，巨配分函数可以表示为

ΞＢＥ（β，α）＝ 
ε

１
１－ｅ－βε－αr i

ωε

（６）

ΞＦＤ（β，α）＝ 
ε
１＋ｅ－βε－αr i

ωε （７）

其中ΞＢＥ（β，α）和ΞＦＤ（β，α）分别表示理想玻色气体
和理想费米气体的巨配分函数 ． 由于巨配分函数不
存在任何约束，因此可以相对容易的计算出来 ． 统
计力学的教科书上就有理想量子气体的巨配分函

数
［４，５］
，我们这里不再列出 ．
如果我们要求开放系统中平均能量等于孤立系

统的能量，开放系统中平均粒子数等于孤立系统的

粒子数

＜Ｅ＞ ＝Ｅ （８）
＜Ｎ＞ ＝Ｎ （９）

通过式（８）和（９）就可以反解出巨配分函数中
参数 α 和 β，并给出孤立系统一个近似描述 ． 近似
体现在关于宏观力学量的涨落上 ． 教科书［５］中指
出，巨正则系综中的涨落是要大于正则系综，大于微

正则系综的（微正则系综涨落为 ０），但是在粒子数

Ｎ→∞时，以 Ｏ（１ 槡／ Ｎ）的方式趋于 ０．
巨正则系综的优点是系统不存在约束，从而导

致巨配分函数容易求解 ． 巨正则系综的缺点是，在
处理孤立系综时，宏观状态量存在涨落 ． 在使用巨
正则系综处理孤立系统时，这种涨落对应着误差 ．
这种误差本质上是由于利用巨正则系综的状态概率

分布概率近似微正则系综状态概率分布带来的 ． 这
里状态概率分布可以等价为粒子数分布 ． 巨正则系
综的粒子数为

ａ槇ε ＝
ωε

ｅβε＋α±１
（１０）

２　 少体理想量子系统与其精确解

由于微正则系综的粒子数分布难以计算，在利

用巨正则系综处理孤立系统时，粒子数分布的误差

一直未能直观的表示出来 ． 为了直观的展示巨正则
系综在处理孤立系统时粒子数分布与微正则系综粒

子数分布的误差，本节我们考虑一个可精确求解系

统 ． 它的单粒子能谱是某能量单位的整数倍，不考
虑简并 ．

在系统总能量为 Ｅ，总粒子数为 Ｎ 的情况下，系
统的一个微观状态就对应着一个粒子数分布 ａεC o，
并满足式（４）和（５）中的两个约束条件 ． 例如，总能
量为 ６，粒子数为 ３ 的玻色系统，系统的微观状态数
就是 ３ 个 ． 可以验证，对应的粒子数分别是｛ａ１ ＝ ２，
ａ２ ＝ ０，ａ３ ＝ ０，ａ４ ＝ １，ａ５ ＝ ０，…｝，｛ａ１ ＝ ０，ａ２ ＝ ３，ａ３ ＝ ０，
ａ４ ＝ ０，ａ５ ＝ ０，…｝以及｛ａ１ ＝ １，ａ２ ＝ １，ａ３ ＝ １，ａ４ ＝ ０，
ａ５ ＝ ０，…｝；对于费米系统，由于 ａε 只能取 ０ 或者 １
的限制，系统的微观状态数就是 １ 个，对应的粒子数
只有｛ａ１ ＝ １，ａ２ ＝ １，ａ３ ＝ １，ａ４ ＝ ０，ａ５ ＝ ０，…｝． 对于该
系统，在能量和粒子数确定的情况下，可以通过数值

方法，得到粒子数分布 ａεC o的精确解 ． 精确解结果
和巨正则系综的结果分别展示在图 １ 和图 ２ 中 ．

３　 巨正则系综结果与精确结果的比较

我们通过数值方法给出了该系统粒子数分布的

精确解以及巨正则系综粒子数分布的近似解 ． 图 １
是 Ｅ ＝ ６０，Ｎ ＝ ３，４，５，６，７，８ 等的情况 ． 可以看到巨
正则系综得到的粒子数分布与精确解中的粒子数分

布存在差异 ． 尤其在粒子数量较少时，这种误差尤
为明显 ． 随着系统粒子数的增加，巨正则系综的结
果与精确结果在高能级时误差越来越小 ． 不同能级
误差也有不同，比如玻色系统，巨正则系综结果中基
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图 １　 理想玻色气体和理想费米气体中，粒子数分布的

精确解与巨正则系综中粒子数分布的近似解
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图 ２　 理想玻色和费米气体微正则系综精确解与巨正则

系综近似解的基态粒子数与激发态粒子数分布

偏差

态粒子数分布具有较大误差 ． 基态粒子数决定着系
统可能存在的 ＢＥＣ 相变，因此我们推测，巨正则系
综的结果对相变的计算也将存在相应的误差 ．

从图 １ 中可以看到，巨正则系综的粒子数分布

与微正则系综的结果差异会随着粒子数增多逐渐减

小，这符合教科书［５］中涨落在粒子数 Ｎ→∞时，以

Ｏ（１ 槡／ Ｎ）的方式趋于 ０ 的结论 ． 然而，对于特殊的

能级，尤其是低能级情况，误差正比于 １ 槡／ Ｎ的结果
并不成立 ． 为了更好的展示这种差异，在图 ２ 中给
出粒子数分布精确解与巨正则系综近似解的相对误

差（ａ槇ε－ａε）／ ａε 随粒子数的变化 ． 可以看到，对于少
体系统低能级的粒子数分布，并不会随着粒子数增

大而逐渐减少，而是既可能增大也可能减小 ． 误差
随粒子数增大而逐渐减小的规律在少体系统的低能

级粒子数分布中并不成立，这是教科书中没有的新

结果 ．

４　 总结与讨论

巨正则系综是统计力学的重要内容，巨正则系

综可以精确的处理开放系统 ． 巨正则系综也常被用
作处理封闭系统的近似方法 ． 在处理封闭系统时，
相较于微正则系综，巨正则系综中宏观量存在涨落，

对应着近似带来的误差 ． 这个工作中，我们构造了
一个可以利用数值方法精确求解的特殊系统，通过

粒子数分布的精确解与巨正则系综得到近似解进行

对比，可以直观的看到巨正则系综在处理孤立系统

是粒子数分布与精确解之间的误差 ． 结果指出，基
态粒子数分布误差要大于激发态，玻色系统的误差

要大于费米系统的误差 ． 这一结果可帮助学生更好
地理解巨正则系综在处理孤立系综时的优势与

缺点 ．
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